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Метод Галеркина для решения 
интегрального уравнения в задаче 
дифракции на локально неоднородном 
теле в случае Н -поляризации 
1. 'Уравнения Максвелла задачи дифракции. 
Пусть ограниченная трехмерная область Q характеризуется 
тензорами диэлектрической и магнитной проницаемостей i, µ, 
компоненты которых суть функции координат. Граница дQ обла­
сти Q - кусочно-гладкая поверхность. Вне области Q параметры 
среды задаются скалярными константами: t:: €oi, f1.:: µ 0 f , где 
i - единичный тензор. Возбуждающее поле {Ё< 0), ffi 0 )} гармо­
нически зависит от времени в виде e-•w1 . Требуется определить 
значение полного электромагнитного поля в R 3 \ дQ . 
240 
Jl,ифференциальпая формулировка поставленной задачи вы­
глядит следующим образом: требуется определить во всем про­
странстве, за исключением границы дQ, значения волей Ё и Й, 
удов.тtетворяющих уравнениям Максвелла, условиям излучения 
на бесконечности и условиям сопряжения на границе дQ 
- - - - i . - -(О) 
rot Н = -il,,Jf:oE + je, j, = -iшr:o(- - I)E + j · , 
1·ot Ё = i(,,.)µоЙ - j~,, 
Е:о 
- µ . -Jт = -iwµo(- - l)l!, 
µо 
lim r( дд~t - ik 0u) = О 
1·-00 r 
(1) 
В третьем уравнении системы и= Е.р, Ев - составляющие поля, 
соответствующие сферическим координатам <р и (). 
2. Система интегро-дифференциальных уравнений за­
дачи дифракции. 
Задача (1) может быть сведена (5, Глава 2] к системе интегро­
дифференциальных уравнений. Пусть в области Q значения i(.i) 
и j.t(i) отличны от соответствующих констант свободного про­
странства. Тогда система интегро-дифференциальных уравне­
ний имеет вид 
Ё(i) = Ё< 0 )(i) + (k6 + grad div) jci(YJ - i)Ё(Y)G(r)dy+ 
Е:о 
Q 
J µ(У) . -+ iшµorol (- - l)H(Y)G(r)dy, µо 
Q 
- -(о) . j j.t(Y) , -H(i) = Н (i) + (k6 + graddiv) (- - I)H(Y)G(r)dy-
µo 
Q 





здесь G(r) = -4-, 7Гr 
3. Система сингулярных интегральных уравнениП. 
Удобно перейти от интегро-дифференциа.11ьных уравнений (2) 
к векторному сингуляр1ю~fУ интегральному уравнению. Если 
в (2) операцию grad div ввести под знак интеграла, то возник­
нет неинтсгрируемая особенность 1·- 3 . Однако ПО.'Iучающиеся 
при зтом интегралы существуют R смысле главного значения. 
Рассмотрим ряд дополнительных предположений относительно 
тензоров и полей, упрощающих исходную задачу. 
Ныбсрем такую декартову систему координат, в которой ком­
rюне11ты полей удовлетворяют условию д/дх3 =О и рассмотрим 
уравнения Максвелла при этих условиях . 
Ограничимся случаем, когда тензоры диэлектри•1еских и маг­
нитных проницаемостсй в выбранной системе координат имеют 
вид 
Е11 Е21 0 µ11 µ21 о 
i = Е21 Е22 0 fl = µ21 ~122 о (3) 
О О Езз О О µзз 
В частности, при Eij = с:Б;1 и µ;1 = J~Dij, область неоднородности 
является изотропной. 
При такой структуре тензоров проницаемостей система урав­
нений Максвелла распадается на две подсистемы, решения ко­
торых не зависят друг от друга, что позволяет рассматривать 
отдельно задачи для Н- и Е- поляризованных волн. При Н­
поляризации Ё = { Е1 , Е2, О} , Л = {О , О, Нз}. 
Система сингулярных интегральных уравнений при условии 
д/дх3 = О также распадается на две независимые подсистемы, 
каждая из которых содержит в качестве неизвестных три ска­
лярные функции и может быть использована для решения задач 
дифракции соответствующих поляризаций . 
ЧисJ,о н еизвестных в этой системе уменьшается за счет вы­
бора тензоров специального вида. В случае Н-поляризации при 
t = c: 0 i получается скалярное уравнение для компоненты Нз [5] 




а оставшиес>1 компоненты полей вычисляются по формулам 
i = 1, 2' i' = 3 - i . 
Эквива.11с11пюсть поJ1ученной интегральной и исходной диф­
ференциальной формулировок устанавливается следующей тео­
ремой (4). 
Теорема. Пусть об.'!асть Q ограничена кусочно-гладкой по­
верхностью; t:;j(i), µ;j(i) Е C 0 ·>-((J), О< Л::; 1; i = eoi, µ = µof 
при i Е R 3 \ Q. Тогда. любое непрерывное по Гельдеру реше­
ние системы ( 4 )-( 5) является классическим решением задачи (1). 
Верно и обратное . 
4. Уравнение Н-поляризованноii волны. 
Пусть теперь Q - куб П С R 3 с длиной ребра 1/ko и По -
едюшчный куб пространства R 3 . Исключим из уравнения ( 4) 
явную зависимость от параметра iN . Вы11олнив ряд преобразова­
ний, перейдем к уравнению 
J ilx-Y"I (!- K)f(i) = J(i) - (µ33 - I)f(i) el_ VJdy= fo(i) . µо 47Г х - у (6) 
По 
Рассмотрим некоторые свойства преобра.~ованноrо интеграль­
ного оператора J( . 
eil>'-YI 
Утверждение 1. Функция k(i, У; = _ принадлежит 41Гlх - У1 
'l 13 пространству L2[По х По], нричем llkllr, 2 ::=; 4 7Г · 
Утверждение 2. Если функция k суммируема с квадратом , 
то оператор !{ - линейный ограниченный компактный оператор 
в L2(По] и 
11к11 2 ::; j j lk(x, Y;l 2dxdy. 
По По 
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Таким образом, исследуемое урав11енис (6) представляет со­
бой интегральное уравнение Фре.п.rо.т~ьма второго рода. 
5. Проекционный метод решения слабосингулярного 
интегрального уравнения. 
Будем рассматривать оператор /{ ка.к интегральный опера­
тор. из L2[Ho] в L2[По] . Выше было показано, что оператор К 
ограничен и компактен в этих пространствах, и, следовательно, 
для нахождения приближенного решения этого уравнения мож­
но применить метод Бубнова-Галсркина с выбором одинаковых 
базисных и тестовых функций. 
Разобьем единичные отрезки вдоль осей Ох, Оу, Oz на nx, ny 
и п, соответственно равных частей (пх , ny, п, - четные). через 
точки деления каждой оси проведем перпендикулярные этой оси 
плоскости и разобьем, таким образом, куб По на nxnyn, паралле­
лепипедов. Точки пересечения плоскостей , лежащие в кубе П0 , 
обозначим (xi, Yj, Zk) · 
Построим финитные базисные функции с оrр~шиченными но­
сителями . В качестве носителей этих функций возьмем объеди­
нение восьми параллелепипедов, имеющих общую вершину из 
числа точек (х;, Yj, z;, ). При фиксировrшных числах i, j, k точ­
ке (xi , Yj , zk) = (i/nx,j/ny , k/n.) соответствует параллелепипед 
П;j k = [.z:i-1; х;+1] х [Yj-1; Yj+1] х [zk-1; zн1]. Определим на этом 
параллелепипеде три базисные функции 
{ 
(х - x;-1)n", х Е [:z:;-1 , x;], (x,y,z) Е П;jk 
~ijk = (х;+1 - x)nx, х Е [х;, Х;+1]. (х , у, z) Е Пijk , 
О, (х, у , z) f_ Пijk (7) 
i = О, 1, ... , 11х, j = 1, 3, . . . , ny - 1 , 
k = 1, 3, .. . , n, - 1 ; 
{ 
(Y-Yj-1)ny, yE(Yj-1,Yj], (x,y,z)EП;jk 
~rjt = (Ун1-у)nу, yE[Yi·Yн1] . (x,y , z)EПijk 
О, (х, у, z) f_ Пijk (8) 
j =О, 1, . . . ,пу, i = 1,3, . . . ,nx -1, 
k=l , 3, .. . , n~-1; 
244 
{ 
(z - Zk-1 )п,, z Е (zk-1· zk] , (х, у , z) Е П;jk 
= (zн1 - z)11 _,, z Е [xk , хн1), (х , у , z) Е П;jk 
О , (x,y,z)rl.Пijk (9) 
k= 0,1, . .. ,п,, i = 1,3, ... , nx-1, 
j = 1, 3, . .. , ny - 1 . 
Видно, что построенные базисные функции -финитные , кусочно­
линейные функции, r.уществснно зависящие лишь от одной пере­
мсt1ной. Носителем базисной функции с номером ijk является 
параллелепипед П ;j k , вне которого она тождественно равна ну-
лю . 
Носители некоторых базисных функций не содержатся цели­
ком в кубе П0 . В этих случаях считаем, что вне куба По базисные 
функции тождественно равны нулю. Введение таких функций­
" по.пукрышек" обязателыю, ибо в противном случае всякое при­
ближенное решение, разыскиваемое в соответстнии с методом Га­
лер кика в виде линейноt! комбинации базисных функций, апри­
ори равнялось бы нулю на всех гранях куба. 
Введем общую нумерацию базисных функций , выllисав одну 
за другой все функции 'Рх, ipY и <р' и персобозначив их щ , k = 
1, . .. N. При за;~анных значениях nx , ny , п, 
N = [(пх + 1)nynz + (ny + 1 )nxn: + (п, + 1)nrny] /4. 
Система функций { Uk} линейно независима . Положим Хп = 
span{u1, . . . 1LN} . 
Отметим, что выполняется условие аппроксимации функций 
из L2 элементами подпространств Хп, а именно верно 
Утверждение 3. Если f Е L2(По] , то 
N 
'r/ c: >о ЗN. CJ,. 11/ - I:: C1t1tkll < [. 
k=I 
Ilриближеююе решение И. ур;~.внения (6) будем искать в виде 
N 
и= L CkUk ' 
i=l 
искомые коэффициенты Ck найдем из уравнений Галеркин;~. 






n L ajkCk = bj. 
k:I 
j=l ,. " ,n. , 
ajk = j щ(i)щ(i)cli -! /( /tзз - l)_:ill~-!il:711tj(i!)щ,(Y)didy , 
{to 471' х - У1 
· По Пn По 
bj = j щ(i)fo(i)di. 
По 
Так как все условия теоремы о сходимости проекционного ме­
тода для уравнения второго рода вьшолнены (оператор [{ ком­
пактен, 1 - [( инъективен, а подпространства XN предельно 
плотвы в L2[По) ), то метод Бубнова-I'алеркина в пространствах 
L 2 [П 0 ] с выбранными базис11ы:-.1и функциями сходится. 
6. Построение диаграмм направJiенности. 
Для проверки работы численного алгоритма ностроены диа­
граммы направленности. К этому методу часто прибегают в тех 
случаях, когда построить модельные задачи и найти их анали­
тические решения или очень затруднительно, или вообще невоз­
можно . Опишем процедуру построения диаграммы направлен­
ности для решения :-Jадачи л.ифракции Н-поляризованной волны 
при i = Eoj и fl. = µо! 
где 
Компоненты полей находятся из уравнений 
Нз(i)-!(µ33 - l)H3 (Y'JG(1·)dy= H~o)(i), 
µо 
П о 
E;(i)= E}o)+i ~1(-l)i(µзз - l)Hз(Y'JдG(1·)фj, V ~ µо дх; ' 
По 
i = 1, 2, i' = 3 - i ' 
( 12) 
дС( r) cili'-!71 
-0- = (х;' - Yi' )(ili - У1 - 1) 1 _ i71З. Xj' Х- у 





Пусть точка наблюдения (х 1 , х 2 , х 3 ) имеет сферические ко­
ординаты (ро sin Оо cos 'Ро, Ро siн 00 sin <ро, ро cos Оо) . Обозна•шм 
хо= 2-; = (1/; 1 , 1/,• 2 ,7/>з). Пусть {k,l ,n} являются циклическими 
Ро 
перестановками тройки { 1,2 ,3}. Тогда компоненты диаграммы 
направленности N(Oo , 'fo) вычис.г1яются по формулам 
! i(yi0 ) { 3 Nk(Oo , tpo) = ~ L(bkp - t/;k(Oo, 'Ро)1/-·р(Во , <po))J~e)(Y)+ По p:l 
+11(m)(!i)t/",(Bo , 'Ро) - J~"')(Y,1/;1(80, <ро)} dy, (14) 
где Dkp - символ Кронекера, а 1;• ) (у), .11tm) - компоненты элек­
трического и магнитного токоn поляризации. 
Известно [4], что в уда.'lенной зоне (нри р0 - о:• ) имеет место 
представление электрической составляющей поля Ё(ро, <р0 , Оо) = 
eiPo - _" 
-4 -N(ipo, Ро) + О(р0 ") . rrpo 
На рисунках представлены графики функции INI при фик­
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